Devoir surveillé n°1 - Correction

Exercice 1. Résolution d’une équation différentielle
On consideére I'équation différentielle suivante sur l'intervalle |0 ; 400 :

(E): z(@*+ 1)y —2y=2a(z—-1)%e".
Partie A - Résolution de I’équation homogéne

Q1. Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que pour tout z > 0, on ait

2 a br+e

z(z? +1) ;4_332-1-1'

En mettant au méme dénominateur le membre de droite puis en développant et regroupant les termes
de méme degré, on a

a br+c a@*+1)+a(dr+c) (a+ba+er+a

z x22+1 z(x2+1) N z(z2+1)
. a+b=0
Par identification avec —————, on obtient { ¢ = 0 et donc ‘ a=2,b=-2et c=0]|
z(x?+1)
a =

Q2. En déduire une primitive de la fonction x —— sur l'intervalle |0 ; 4o00].

x(z? 4+ 1)

2 2 2z
D’apres la question précédente, on cherche une primitive de x — ————= = — — — . Ainsi la
r(x24+1) =z 2241

fonction |z — 2Ilnz — lnlzL‘2 + 1} convient.

Q3. Donner ’équation homogene associée a (F) puis la résoudre sur |0; +in fty.

L’équation homogene associée & (E) est z(z? + 1)y’ — 2y = 0.

2
Comme z (22 + 1) # 0 pour x € |0;+oo[,ona z(z2 + 1)y —2y =0 <= ¢ — my = 0. Les
x(x
solutions sont alors les fonctions y,, de la forme y, (z) = Ae=4@) avec X € R et A une primitive de la
—2
fonction x — ————. D’apres la question précédente, on a donc
z(x2+1)
exp(In(z?)) x2
=Xexp(2lnz —In(2? +1)) = A =|A AER|
Yy (z) exp( nz —In(z” + )) op(n(@ + 1)) po

Remarque : ce résultat est cohérent avec la forme choisie pour y, dans la partie B étant donné qu’on
y détaillera la méthode de variation de la constante.

Partie B - Recherche d’une solution particuliére

On cherche maintenant une solution particuliere y, de (E) sous la forme y,(z) = z(x) ou z est
une fonction dérivable sur ]0; +ool.

Q4. Montrer que y,, est solution de (E) si et seulement si 2/(x) = (x — 1)2e~% pour tout z > 0.
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D’abord, y, est dérivable sur |0;+oo[ comme produit et quotient de fonctions qui le sont avec un
dénominateur qui ne s’annule pas sur cet intervalle. Pour tout x > 0, on a

2x(x2 +1) — 22 x 2 x2 2x x2
i) = e DT X0 5L T e — )+ =),
(22 + 1) e+ 1 (x2 +1) e+ 1
Ainsi
y, est solution de (E) <= Va >0, z(z? + 1 x) —2y,(x 3(x—1)%e®
<:>VZL'>O ﬁl/—l—xz ﬁl/_l' .97—12_33
§:¢>V$>O Z(z)=(x—1)%e"

Q5. Justifier que la fonction z — — (:L'2 +1) e™* est dérivable sur R et que c’est une primitive de la fonction
rr— (z—1)%2e % sur R.

Notons f la fonction z — — (2% + 1) e*. Elle est dérivable sur R comme produit de fonctions usuelles
et on a par dérivation d’un produit, pour tout x € R,

fl(x) = —[295e*x—(9c2 +1) e*x} =-(2z-2-1)e*=(z"-2z+1)e*=(z-1)%e".

Ainsi |2 — —(2? + 1) e est une primitive de z — (z — 1)2e™% sur R|.

Q6. En déduire 'expression d’une solution particuliere y, de (E).

D’apres les deux questions précédentes, on obtient z(x) = —(a:2 +1) e~*. Comme on a cherché y, sous
2

x
2 +1

la forme y,(z) = z(z), I'expression d’une solution particuliere de (E) est donc

V>0, y.(z)=—x2e"|

Partie C - Conclusion

Q7. Déduire des parties A et B I’ensemble des solutions de (E) sur |0; 4o0].

On a résolu I’équation homogene (partie A) et trouvé une solution particuliére (partie B) donc les
solutions de (F) sont les fonctions définies sur |0; +oo[ par

2
y(x) = )\% —2%e™® avec A €R|
G

Q8. Déterminer l'unique solution de (F) telle que y(1) = 2.

Le théoreme de Cauchy assure 'existence et ['unicité d’une solution telle que y(1) = 2.

1
En prenant x = 1 dans l'expression obtenue a la question précédente, on a 2 = y(1) = A x 5 e 1,

d’ott A = 2(2 + e~ !). Ainsi, 'unique solution de (E) vérifiant y(1) = 2 est la fonction y définie sur
]0; 400 par
1y 2 2 -~z
y(z) =2(2+e )m—x e |
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Exercice 2. La chainette (d’aprés BCPST 2023)
Dans une premiere partie, on démontre quelques propriétés concernant deux fonctions. Dans la seconde
partie, ces fonctions sont utilisées dans le cadre d’un probléme physique.

Partie A - Deux fonctions

On définit les deux fonctions ch et sh sur R par :

Ve € R, ch(z)= % et sh(x)= e

Q9. Etudier la parité des fonctions ch et sh.

Tout d’abord, R = |—o00; 400[ est bien symétrique par rapport & 0. Soit € R. On a

—z —(—z) —z a5
ch(—x) = ¢ +2(3 = 2—|—e = ch(x),

donc | la fonction ch est paire ‘ De maniere analogue,

—z _ —(—=x) - _ T _( T 71)
. e e e ef (e e L
sin(—z) = > =— = 5 = —sh(z),

donc | la fonction sh est impaire ‘

Q10. Déterminer le signe de ch(z) et de sh(x) pour tout réel x.

o Comme une exponentielle est toujours strictement positive, par somme on a |Vz € R, ch(z) > 0 ‘

e Pour sh, on a
xr —T

e —e 2 — 1
sh(z) >0 = ——— >0 ES P >e? o > 1 = 26>0 < z>0.

Ainsi ‘V:Jc > 0, sh(z) > 0 et de méme Vz < 0, sh(z) < 0 et sh(0) =0 ‘

Q11. Justifier que les fonctions ch et sh sont dérivables puis montrer que pour tout réel x, ch’(z) = sh(x)
et sh’(x) = ch(z).

Les fonctions ch et sh sont dérivables sur R comme sommes de fonctions usuelles. De plus, pour tout
réel z, on a (e%) = e® et (™)' = —e7%, d’o

ch/(z) = % =|sh(z)| et sh'(z)= (=) _cte ch(z) |

Q12. Déterminer le développement limité en 0 a ’ordre 3 de la fonction sh.

TSI2 - Les Lombards 3/5 2024-2025



On admet que si on tend un cable entre deux poteaux, le cable
n’étant soumis qu’a son propre poids et accroché des deux cOtés

a la méme hauteur, alors il prend la forme d’une chainette (cf
illustration ci-contre).
On peut déterminer la tension du cible au niveau d’un poteau 7( 65

(vecteur force représenté ci-contre) : elle est égale a

En utilisant le développement limité de exp, on a

sh(x)z%
— ;[1—1—95—1- ; +§—( + (—z) + (_;)2 . (—3a!:)3> +0(x3)}
Z;{I+m+§+;—1+$—§2§+63+0(x3)]
= x—i-j—l—o(x?’)

Partie B - Tension

T(a) = ach(1>,

a

ol a est un réel strictement positif (dépendant de la longueur du
cable et de la distance entre les deux poteaux) et ch la fonction
définie dans la partie précédente.

Le but de cette partie est de déterminer la valeur du parametre a pour laquelle la tension au niveau des
poteaux est minimale.
On introduit la fonction g définie sur [0;+oo[ par

Vo >0, g(x) = ch(x) — zsh(x),

ou ch et sh sont les deux fonctions définies dans la partie précédente.

Q13.

Q14.

1—
Justifier que g(z) ~ T e puis en déduire la valeur de lim g(z).
400 2 r——+00
Pour tout z > 0, on a
e’ +e " ef—e™™ 1-—=x 1+
= ch(z) — xsh(x) = — = ¥ T,
g(z) = ch(xz) — zsh(x) 5 T— 5 e’ + 5 ©

D’une part, lim (1 —x)e® = —o0 et d’autre part, par croissances comparées, lim (1 + z)e ™™ = 0.

z—+00 T—+00

I 1-z .

Ainsi | g(x) e et donc CCll)rfoog(:z:) = —0o0|

Dresser le tableau de variations de g sur [0;+oo[. On y fera figurer les valeurs et limites aux bornes
de lintervalle.

La fonction g est dérivable sur Ry comme somme et produit de fonctions dérivables (cf Q11). Pour
tout £ > 0, on a

¢ (z) = ch'(z) — [1 x sh(z) + z x sh'(z)] oL sh(x) — sh(z) — zch(z) = | —x ch(z) |

Or sur Ry, on a z > 0 et, par Q10, ch(xz) > 0. Ainsi, pour tout z € R, ¢’(x) < 0 avec annulation
seulement en x = 0. Finalement, avec la limite déterminée a la question précédente, on obtient
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Q15.

Q16.

Q17.

Q18.

Q19.

Rappeler le théoréme de la bijection.

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I alors f réalise une
bijection de I dans J = f(I). Autrement dit, pour tout k € J, I’équation f(x) =k admet une unique
solution dans I.

Montrer que I’équation ch(z) = xsh(z), d’inconnue z € Ry, admet une unique solution sur [0; +o0].
Dans la suite, on note m cette solution.

D’apres Q14, la fonction g est continue et strictement décroissante sur R et a valeurs dans |—oo; 1].
Comme 0 € |—00; 1[, d’apres le théoreme de la bijection, I’équation g(x) = 0 admet une unique solution

sur R, 7.e. ‘l’équation ch(z) = xsh(x) admet une unique solution m sur R ‘

Montrer alors que pour tout € Ry, on a ch(z) > zsh(z) si et seulement si x € [0;m)].

Commencons par remarquer que ch(z) > zsh(z) se
réécrit g(z) > 0. En reprenant le tableau de varia- z 0 m +00
tions de g obtenu en Q14 (cf ci-contre), on observe 1
que g(x) > 0 si et seulement si z € [0;m]. g \(v)
~
—00

Montrer que
/ 1 1 1
Va >0, T'(a) =ch| — | — —sh( — ).

a a a

La fonction T est dérivable sur 0 ; +00[ comme produit et composée de fonctions dérivables. Pour tout
a > 0, par dérivation d’un produit et d’'une composée, on a

r@=1xen(2) +ax an(2) <[an(D) - L (2)|

En déduire la valeur de a pour laquelle la tension T'(a) est minimale.

D’apres la question précédente, pour tout a > 0, on a 7"(a) = g(1/a). Or on a déterminé le signe de g
en Q17 et on peut remarquer que pour @ >0, on a 1/a < m <= a > 1/m. Ainsi

a 0 % +00
T'(a) - 0 +
. \ /

1
Finalement, |la tension 7' est minimale pour a = — |.
m
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